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1.ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ  -- ΟΡΙΑ
A.    Να  βρείτε  την   παράγωγο   
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dx

y

   των  συναρτήσεων:  
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B.
1)    Δίνεται  η συνάρτηση  
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.Αν το διάγραμμα  της
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      σημείο   
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   και  η  εφαπτομένη  του  διαγράμματος  στο σημείο της   με  τετμημένη  
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 ,  να  υπολογίσετε  τα  α  και  β.     
2)   Να  βρείτε  τα  όρια:    

      (α) 
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3)  Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x2 – 4x + 3.  Να βρείτε τις τετμημένες των σημείων τομής της με τον άξονα x΄x και να δείξετε ότι f΄(ξ) = 0 για κάποιο ξ ανάμεσα στις τετμημένες αυτές.
4)  (α)
Να διατυπώσετε το θεώρημα του Rolle και να δώσετε τη γεωμετρική του ερμηνεία.
     (β)
Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image28.wmf]53
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, όπου 
[image: image29.wmf]β

Î

¡

, 
[image: image30.wmf]2

β0

-<<

, έχει μοναδική ρίζα στο διάστημα 
[image: image31.wmf]π
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5)  (α) Αν f  συνεχής στο [0,1] και παραγωγίσιμη στο (0,1) και 
[image: image32.wmf](
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, να δείξετε ότι:  

    

i) Ικανοποιούνται οι υποθέσεις του θεωρήματος Rolle για τη συνάρτηση g(x) = f(x) - ex - x3 

στο [0,1].

  
ii) Υπάρχει ξ
[image: image33.wmf]Î

(0,1) για το οποίο ισχύει 
[image: image34.wmf]ξ2
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6)  (α)  Να διατυπώσετε το θεώρημα της «μέγιστης και ελάχιστης τιμής συνάρτησης».
 (β)  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f(x) = x2 – 4x + 8, x
[image: image35.wmf]Î

[1,3]

παίρνει ελάχιστη και μέγιστη τιμή και να βρείτε τις τιμές αυτές.
7)  Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης f(x) = e-x, x
[image: image36.wmf]Î
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2. ΓΡΑΦΙΚΕΣ  ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ
1.  Να βρείτε αριθμό ξ για τον οποίο ισχύει το θεώρημα της μέσης τιμής για τις συναρτήσεις:
      (α)  
[image: image37.wmf](
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2.  (α)  Η  συνάρτηση  
[image: image40.wmf]2
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  έχει  τοπικό  ακρότατο  το  σημείο  Β (1 ,0).
           Να  βρείτε τις τιμές  των  α και β.
     (β)  Η  συνάρτηση  
[image: image41.wmf](
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  έχει  τοπικό  ακρότατο  το  σημείο  Α (0, 1).

           Να  βρείτε τις τιμές  των  α και β.

3.  (α)  Η  συνάρτηση  
[image: image42.wmf]2
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  έχει  σημείο  καμπής    το  σημείο  
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           Να  βρείτε τις τιμές  των  α και β.

     (β)  Η  συνάρτηση  
[image: image44.wmf](
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  έχει σημείο  καμπής    το  σημείο  (0, 5).

           Να  βρείτε τις τιμές  των  α και β.

4.  Αν  η  συνάρτηση  
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   έχει  οριζόντια ασύμπτωτη τη  
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    ασύμπτωτη  τη  
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  να  βρείτε τις τιμές  των  κ και  λ. Στη  συνέχεια να βρείτε τα σημεία 

   τομής της καμπύλης με τους άξονες.

5.   Να  βρείτε  τις  ασύμπτωτες των πιο κάτω συναρτήσεων:

     (α)    
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6.   Να  μελετήσετε  και να παραστήσετε  γραφικά τις συναρτήσεις:

  (α)  
[image: image52.wmf]2
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  7.  Να  μελετήσετε  και να παραστήσετε  γραφικά τη  συνάρτηση   
[image: image63.wmf](
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      Στη  συνέχεια  να  δείξετε ότι:   
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ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ  ΜΕ  ΜΕΓΙΣΤΑ - ΕΛΑΧΙΣΤΑ   
1.  Ένα  ορθογώνιο έχει  εμβαδό  64 cm2 . Να  βρείτε τις διαστάσεις του ώστε  η  περίμετρος 

     του να είναι ελάχιστη.

2.  Να  βρείτε το μέγιστο εμβαδό ορθογωνίου τριγώνου που έχει υποτείνουσα 
[image: image65.wmf]82

cm

.
3.  Ποιος θετικός αριθμός όταν προστεθεί στον αντίστροφο του δίνει το ελάχιστο άθροισμα; 
4. Να δείξετε ότι από όλα τα ορθογώνια με περίμετρο 2α , το τετράγωνο έχει τη μικρότερη 
    διαγώνιο.
5.  Από όλα τα ισοσκελή τρίγωνα με περίμετρο 18 cm, να βρείτε εκείνο με το μέγιστο  
    εμβαδό.
6.  θέλουμε να κατασκευάσουμε κλειστή κυλινδρική δεξαμενή από λαμαρίνα της οποίας ο όγκος

     να είναι  80π m3 . Αν θέλουμε να χρησιμοποιήσουμε την ελάχιστη δυνατη λαμαρίνα, να 
    βρείτε την ακτίνα της βάσης της δεξαμενής.
7.  Δίνεται η καμπύλη  
[image: image66.wmf]2
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. Η εφαπτομένη της καμπύλης στο σημείο της με 
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, συναντά τους άξονες Οχ  και  Οψ  στα σημεία  Α  και  Β  αντίστοιχα. Να δείξετε
     ότι το εμβαδό του τριγώνου ΟΑΒ  γίνεται ελάχιστο για  
[image: image69.wmf]2
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8.  Ένα  κωνικό δοχείο έχει γενέτειρα 
[image: image70.wmf]20
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. Ποιο πρέπει να είναι το ύψος του δοχείου 
      ώστε να έχει το  μέγιστο δυνατό όγκο.
3. ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΕΣ  ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ
1.  Να  υπολογίσετε τις τιμές των πιο κάτω παραστάσεων:
          (α)  
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2.   Να  βρείτε το πεδίο ορισμού και τις  παραγώγους των πιο κάτω συναρτήσεων:
          (α)  
[image: image75.wmf](
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3.  Να  υπολογίσετε τα πιο κάτω  όρια:
          (α)  
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4.  Να  δείξετε  ότι η  συνάρτηση  
[image: image81.wmf]1
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  είναι  σταθερή  και  να  βρείτε 

    την  τιμή  της.
4. ΑΟΡΙΣΤΟ  ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ
Να  υπολογίσετε τα πιο  κάτω  ολοκληρώματα:
1. (α) 
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3.  (α)  
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4.    (α)  
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5.   (a)  
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6.   (α)  
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7.   (α)  
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8.   (α)  
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9.  (α)  
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5.  ΟΡΙΣΜΕΝΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ—ΕΜΒΑΔΑ—ΟΓΚΟΙ
1.    Αν   
[image: image120.wmf](
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   να  βρείτε την τιμή  του  α.

2.   Αν    η  συνάρτηση  f   είναι  συνεχής  στο  διάστημα  [ 0 , 2π ]  να δείξετε  ότι:

   
[image: image121.wmf](
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  και  να υπολογίσετε  το  ολοκλήρωμα  
[image: image122.wmf]2
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3.  Αν    η  συνάρτηση  f   είναι  συνεχής  στο  διάστημα  
[image: image123.wmf][
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[image: image124.wmf](

)

(

)

(

)

0

aa

a

fxdxfxfxdx

-

éù

=+-

ëû

òò

.

     Στη  συνέχεια  να  υπολογίσετε  το   
[image: image125.wmf]32
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4.  Χρησιμοποιώντας το μετασχηματισμό  
[image: image126.wmf]xt
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  να  δείξετε  ότι το ολοκλήρωμα

             
[image: image127.wmf]2
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  είναι  ίσο  με  το  
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      Στη συνέχεια  να υπολογίσετε  το   
[image: image129.wmf].
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5.  Να  βρείτε  το  εμβαδό  χωρίου  που περικλείεται από τη  καμπύλη   
[image: image130.wmf]2
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    ευθεία  
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6.   Δίνεται  η καμπύλη   
[image: image132.wmf]0
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  και  η  ευθεία  
[image: image133.wmf]1
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      Να  βρείτε  το  εμβαδό  του χωρίου που περικλείεται  από την καμπύλη,  την ευθεία  

      
[image: image134.wmf]1
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  και  τον  άξονα  των  ψ.  
7.    Δίνεται η καμπύλη  
[image: image135.wmf]x
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  και  το  σημείο της  
[image: image136.wmf](
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    (α)  Να δείξετε ότι η εξίσωση της εφαπτομένης της καμπύλης στο σημείο 
[image: image137.wmf](
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          είναι:   
[image: image138.wmf]ex
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    (β)  Να  βρείτε   το εμβαδό   του χωρίου που  περικλείεται  από την καμπύλη, την 

          εφαπτομένη στο 
[image: image139.wmf](
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 και τον  άξονα Οψ.

    (γ)  Να  βρείτε  τον  όγκο   του στερεού που παράγεται  από την πλήρη περιστροφή του 

          πιο πάνω  χωρίου   γύρω από τον άξονα Οψ.                              
8.  Δίνεται  η καμπύλη   
[image: image140.wmf]2
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  και  η  ευθεία 
[image: image141.wmf]1
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 . Να  βρείτε:

     (α)  το  εμβαδό  του χωρίου που περικλείεται  από την καμπύλη  και την ευθεία 
[image: image142.wmf]1
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     (β)  τον όγκο του στερεού που παράγεται από την πλήρη περιστροφή του πιο πάνω χωρίου 

            γύρω από τον άξονα των χ.    
9. (α)  Να βρείτε τον όγκο που παράγει το χωρίο που περικλείεται από την ψ = ημχ, τον άξονα των τεταγμένων και τις ευθείες χ = π και ψ = 1, όταν αυτό περιστραφεί πλήρη στροφή γύρω από την ευθεία ψ = 1.

(β) Να βρείτε τον όγκο που παράγει το χωρίο που περικλείεται από την ψ = ημχ, 
[image: image143.wmf]££
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, και τον άξονα των τεταγμένων όταν αυτό περιστραφεί πλήρη στροφή γύρω από την ευθεία ψ = 1.

10.  Το χωρίο  που περικλείεται από τη  καμπύλη    
[image: image144.wmf]x
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[image: image145.wmf],0

aa

y

=>

                                                                                                                                                                                                   
   και τον άξονα των ψ στρέφεται πλήρως γύρω από τον άξονα των ψ και παράγει όγκο V1  και 
   μετά γύρω από τον άξονα των χ και παράγει όγκο V2. Να βρείτε την τιμή του α αν 
[image: image146.wmf]1
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11.    Δίνεται η καμπύλη  
[image: image147.wmf]1
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    (α)  Να δείξετε ότι η εξίσωση της εφαπτομένης της καμπύλης στην αρχή των αξόνων

          είναι η ευθεία   
[image: image148.wmf]x
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    (β)  Το χωρίο  που  περικλείεται  από την καμπύλη, την εφαπτομένη 
[image: image149.wmf]x
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[image: image150.wmf]1
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 περιστρέφεται κατά 2π γύρω από τον άξονα των Οχ. Να  βρείτε  τον  όγκο   του 
          στερεού που παράγεται.          
12.  Χωρίο  Τ  περικλείεται από την  καμπύλη 
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 και τον άξονα χ΄χ.

      Να προσδιορίσετε ευθεία 
[image: image154.wmf]xa
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 που χωρίζει το Τ  σε δύο ισεμβαδικά χωρία.
13.   Χωρίο  Τ  περικλείεται από τις  καμπύλες 
[image: image155.wmf](
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 και τον άξονα των ψ.

    (α) Να βρείτε  το  εμβαδό του χωρίου Τ  και 

     (β)  Να  εκφράσετε με την βοήθεια ολοκληρωμάτων τον όγκο του στερεού  που παράγεται  

          από την πλήρη περιστροφή του πιο πάνω χωρίου γύρω από: 

          (i)  τον άξονα Οχ          (ii)  τον άξονα Οψ.          
14.   Δίνεται η καμπύλη  
[image: image157.wmf]ln
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  και  η  ευθεία  
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    (α)  Να  βρείτε   το εμβαδό  
[image: image160.wmf](
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 του χωρίου που  περικλείεται  από την καμπύλη, τον

           άξονα Οχ  και  την  ευθεία 
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    (β)  Αν  
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 τ.μ.  να βρείτε την τιμή του 
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    (γ)  Αν  
[image: image164.wmf]e
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  να  βρείτε  τον  όγκο   του στερεού που παράγεται  από την πλήρη 

         περιστροφή του πιο πάνω  χωρίου   γύρω από τον άξονα Οψ.   
15. (α)  Να δείξετε ότι: 
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     (β)  Θέτοντας   
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   να δείξετε  ότι:  
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     (γ)  Χρησιμοποιώντας τα πιο πάνω ή με άλλο τρόπο να υπολογίσετε την τιμή του 
           ολοκληρώματος:  
[image: image168.wmf](
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6.  ΣΥΝΔΥΑΣΤΙΚΗ
1.   Να  λύσετε τις εξισώσεις:   (α)   
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2.  Δίνονται τα ψηφία  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Αν  δεν επιτρέπεται επανάληψη ψηφίου να βρείτε:

     α)  πόσοι τετραψήφιοι γίνονται,

     β)  πόσοι  ζυγοί τετραψήφιοι γίνονται,

     γ)  πόσοι αριθμοί μικρότεροι του 3000  γίνονται.      

3.  Μια τάξη έχει  20  μαθητές,  12  αγόρια και 8 κορίτσια.

     α) Με πόσους τρόπους μπορούμε να σχηματίσουμε ομάδα με 5 μαθητές; 

     β) Πόσες ομάδες από αυτές έχουν  3 αγόρια και 2 κορίτσια; 

     γ)  Πόσες ομάδες από αυτές έχουν  το πολύ 2 κορίτσια;

     δ)  Πόσες ομάδες από αυτές έχουν  ένα συγκεκριμένο αγόρι στην ομάδα;   

4.  Δίνεται  η λέξη  Α Σ Φ Α Λ Ε Ι Α.

     α)  Πόσοι  αναγραμματισμοί  της λέξης υπάρχουν;

     β)  Πόσοι  αρχίζουν από σύμφωνο; 

     γ)  Πόσοι έχουν τα σύμφωνα σε συνεχόμενες θέσεις;

     δ)   Πόσοι αρχίζουν και τελειώνουν  με  Α; 

     ε)   Πόσες  λέξεις με  4  γράμματα μπορούν να γίνουν;                                            
5.   Δίνονται τα ψηφία  3, 4, 5, 6, 7, 8. Αν  δεν επιτρέπεται επανάληψη ψηφίου να βρείτε:

     α)  πόσοι τριψήφιοι γίνονται,

     β)  πόσοι  περιττοί τετραψήφιοι γίνονται,

     γ)  πόσοι αριθμοί μεγαλύτεροι του 5000  γίνονται.      

6.  Δίνεται  η λέξη  Δ Η Μ Ο Ψ Η Φ Ι Σ Μ Α.

     α)  Πόσοι  αναγραμματισμοί  της λέξης υπάρχουν;

     β)  Πόσοι  έχουν στην αρχή και στο τέλος το ίδιο γράμμα; 

     γ)  Πόσοι έχουν τα φωνήεντα σε συνεχόμενες θέσεις;

     δ)   Πόσοι έχου εναλλάξ τα  φωνήεντα με τα σύμφωνα; 

     ε)   Πόσες  λέξεις με  4  φωνήεντα και ένα σύμφωνο  μπορούν να γίνουν;
8.   Σε μια δεξίωση κάθε ένας από τους παρευρισκόμενους έκανε χειραψία με όλους τους
      άλλους. Αν  έγιναν  45  χειραψίες:

      (α) να δείξετε ότι υπάρχουν  10 άτομα στη δεξίωση,
      (β)  στη συνέχεια τα άτομα αυτά θα καθίσουν για δείπνο, γύρω από δύο στρογγυλά τραπέζια.
          Από τα οποία το ένα χωράει 6 και το άλλο 4 άτομα. Με πόσους διαφορετικούς τρόπους
          Μπορούν να καθίσουν;
9.  Να βρεθεί το πλήθος των αριθμών που βρίσκονται μεταξύ του 7000 και 9000 και έχουν
     διαφορετικά ψηφία σε φθίνουσα σειρά.
7.  ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ
1.  Να  δείξετε  ότι:  (α)    
[image: image171.wmf](
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                                (β)   
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)

(

)

(

)

(

)

1

PAPAPAP

--

ÇBÇB=+B

¢¢

                                                    
2. Για  δύο ενδεχόμενα  Α  και  Β του ίδιου δειγματικού χώρου δίνονται οι πιθανότητες:

                      
[image: image173.wmf](
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     α)  Να βρείτε τις πιθανότητες:  
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     β)   Να  εξετάσετε  αν:  (i)  τα  ενδεχόμενα  Α  και  Β   είναι ανεξάρτητα,

                                         (ii) τα  ενδεχόμενα  Α  και  Β   είναι  ασυμβίβαστα.      
3. Αν Α και Β είναι δύο ανεξάρτητα ενδεχόμενα του ίδιου δειγματικού χώρου να  δείξετε  ότι:

     (α)  
[image: image175.wmf](
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     (β) Στη συνέχεια αν   
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   να βρείτε τις πιθανότητες:  
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4. Αν  Α  και  Β  είναι  δύο ενδεχόμενα του ίδιου δειγματικού χώρου και  
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  ν α βρείτε τις πιθανότητες: 
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5.  Από τα 88  γραπτά της Γ τάξης ενός Λυκείου τα 30 είναι του τμήματος Γ1, τα  28 του Γ2

    και τα   30  του Γ3. Η βαθμολογία είναι κάτω από τη βάση στο  20%  των γραπτών του Γ1,

    στο  35%  των γραπτών του Γ2  και  10%  των γραπτών του Γ3.   

    Παίρνουμε στην τύχη ένα από αυτα.       

    (α) Να βρείτε τη πιθανότητα το γραπτό να έχει βαθμό κάτω από τη βάση.
    (β)  Αν το γραπτό έχει βαθμό κάτω από τη βάση να βρείτε την πιθανότητα να είναι του Γ2.
6. Σε μια πόλη το 40% των κατοίκων διαβάζουν συχνά εφημερίδες, το 30% διαβάζουν συχνά 
   περιοδικά και το 10% διαβάζουν συχνά εφημερίδες και περιοδικά. Αν επιλέξουμε στην τύχη
  ένα κάτοικο, να υπολογίσετε τις πιθανότητες των ενδεχομένων:
     α)  να διαβάζει συχνά εφημερίδες ή περιοδικά,

     β)  να διαβάζει συχνά εφημερίδες και όχι  περιοδικά,

     γ)  να διαβάζει συχνά μόνο  εφημερίδες ή μόνο περιοδικά,
     δ)  να  μη  διαβάζει συχνά εφημερίδες  ούτε περιοδικά.    
7. Για τους οδηγούς αυτοκινήτων γνωρίζουμε ότι το 90% φοράνε ζώνη ασφαλείας. Το 60%
  όσων είχαν σοβαρό άτυχημα και δε φορούσαν ζώνη ασφαλείας σκοτώθηκαν και το 10%
  όσων είχαν σοβαρό άτυχημα και φορούσαν ζώνη ασφαλείας σκοτώθηκαν.Να βρείτε την 

  πιθανότητα: (α) να σκοτωθεί ένας οδηγός σε σοβαρό ατύχημα  και
                     (β) ένας οδηγός που σώθηκε από σοβαρό ατύχημα να φορούσε ζώνη ασφαλείας  
8.  Το  80%  των κατοίκων της Κύπρου είναι Έλληνες και  το 20% είναι Τούρκοι. Η πιθανότητα
    να ψηφίσει ΟΧΙ  στο σχέδιο  ΑΝΑΝ ένας Ελληνοκύπριος  είναι  70% και η πιθανότητα να 
    ψηφίσει ΟΧΙ ένας Τουρκοκύπριος είναι 40%.

    (α)Αν  επιλέξουμε ένα κάτοικο της Κύπρου ποια πιθανότητα να ψηφίσει ΟΧΙ στο σχέδιο
    ΑΝΑΝ.
    (β)Αν το άτομο που επιλέξαμε έχει έχει ψηφίσει ΟΧΙ ποια η πιθανότητα να είναι 
     Τουρκοκύπριος
9.   Ένα  δοχείο έχει 5  μαρκαδόρους 1  κόκκινο, 2  κίτρινους και 2 πράσινους. Παίρνουμε στην
    τύχη 2 μαρκαδόρους συγχρόνως.Αν Ρ είναι η πιθανότητα ο ένας να είναι κίτρινος και ο άλλος  
    να είναι πράσινος
    (α) Να βρείτε την πιθανότητα Ρ 
    (β) Να εξετάσετε αν είναι δυνατό προσθέτοντας ένα ακόμα μαρκαδόρο στο κουτί να

        αυξηθεί η πιθανότητα Ρ. 
10.  Ρίχνουμε διαδοχικά ένα ζάρι τρεις φορές και σημειώνουμε τα αποτελέσματα με τη σειρά
     που εμφανίζονται. Ποια η πιθανότητα να έχουμε:
      (α)  και τις τρεις φορές το ίδιο αποτέλεσμα.
      (β)  Μόνο μια φορά το  6.
      (γ)  Αριθμούς που τα ψηφία τους να είναι κατά αύξουσα σειρά.
 8.  ΚΥΚΛΟΣ
1.  Να  βρείτε  την  εξίσωση  του  κύκλου  που: 
   (α)  έχει  κέντρο  το  Κ (  0,0 )  και  ακτίνα R=4
   (β)  έχει  κέντρο  το  Κ ( -2, 1 ) και  ακτίνα R= 
[image: image180.wmf]3


   (γ)  έχει  κέντρο  το  Κ (  2,-1 ) και  περνά από το σημείο (-3 ,2 )

   (δ)  έχει  κέντρο  το  Κ ( 3 , 1 )  και  εφάπτεται της ευθείας 3χ-4ψ-3=0

   (ε)  τα σημεία Α (-1 , 3 ) και  Β ( 0 , 1 ) είναι άκρα διαμέτρου του.
2.   Δίνεται ο κύκλος  
[image: image181.wmf]22
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.  Να  βρείτε:

       α)  τις συντεταγμένες του κέντρου του και το μήκος της ακτίνας του

       β)  τη θέση  του σημείου  
[image: image182.wmf](
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  ως προς  τον κύκλο  

       γ)   την εξίσωση  της εφαπτομένης  στο σημείο του  
[image: image183.wmf](
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       δ)  την  τιμή  του  κ  ώστε  να τέμνει ορθογώνια  τον  κύκλο  
[image: image184.wmf]22
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3. Να  βρείτε   για ποιες τιμές του κ η ευθεία  
[image: image185.wmf]x
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 εφάπτεται του κύκλου 
[image: image186.wmf]22
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    Στη συνέχεια να βρείτε τα σημεία επαφής.
4.    Να  βρείτε  τις  εξισώσεις  των  εφαπτομένων  του κύκλου 
[image: image187.wmf]22
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 που  άγονται  από 

        το  σημείο  
[image: image188.wmf](
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5.    Να  βρείτε  τις  εξισώσεις  των  εφαπτομένων  του κύκλου 
[image: image189.wmf]22
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       παράλληλες με την ευθεία   
[image: image190.wmf]210
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6.  Δίνεται  ο  κύκλος   
[image: image191.wmf]22
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.Αν η εφαπτομένη του κύκλου στο σημείο του ( 3 , 3 ) τέμνει 
    τους άξονες Οχ  καιΟψ  στα σημεία Α  και Β  αντίστοιχα, να βρείτε την εξίσωση του κύκλου

     με  διάμετρο  την ΑΒ.
7.    Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που εφάπτεται του άξονα  των  ψ  στο σημείο  Α(0, 2) 

      και το  κέντρο  του  βρίσκεται  πάνω  στην  ευθεία  
[image: image192.wmf]2
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8.   Δίνεται  ο  κύκλος  
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  και  το  μέσο   
[image: image194.wmf](
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  της  χορδής  ΑΒ

      του  κύκλου.  Να  βρείτε το  μήκος  και  την  εξίσωση  της  χορδής  ΑΒ.    
9.   Δίνεται  ο  κύκλος   
[image: image195.wmf]22
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  και  το  σημείο του   Α
[image: image196.wmf](
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. Η εφαπτομένη του

    κύκλου στο σημείο Α  τέμνει τους άξονες Οχ  και  Οψ στα σημεία Β  και  Γ  αντίστοιχα.

   Να βρείτε:  (α)  το  γεωμετρικό τόπο  του μέσου  Μ  του  ΒΓ

                     (β)  την τιμή του Θ ώστε το εμβαδό του τριγώνου ΟΒΓ  να είναι ίσο με 16 τ.μ.
10.  Να  βρεθεί η εξίσωση κύκλου που περνά από τα σημεία  
[image: image197.wmf](
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    εφαπτομένη του στο  σημείο  Α  περνά  από το σημείο  
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11. Κύκλος έχει το κέντρο του στο 1ο ή 2ο τεταρτημόριο, εφάπτεται του άξονα των χ και έχει ακτίνα ίση με 3.   Αν τέμνει ορθογώνια τον κύκλο χ2 + ψ2 + 5χ + 2ψ = 0, να βρείτε την εξίσωση του. 
12. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που:

    α) έχει κέντρο πάνω στην ευθεία 5χ + ψ +3 = 0 και περνά από τα σημεία (-1 ,1) και (-2,2).

    β) είναι ορθογώνιος με τον κύκλο  χ2 + ψ2 - 2χ - 6ψ - 2 =0 ,  περνά από την αρχή των αξόνων και από το σημείο (3,5).

9.  ΠΑΡΑΒΟΛΗ
1.  Δίνεται  η  παραβολή  
[image: image200.wmf]2
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 . Να  βρείτε:

α) τις συντεταγμένες της εστίας και την εξίσωση της διευθετούσας 

β) τη θέση του σημείου  
[image: image201.wmf](
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γ) την τιμή του  m ώστε η ευθεία :  
[image: image202.wmf]1
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  να εφάπτεται της παραβολής

και να βρείτε το σημείο επαφής.
2. Δίνεται η  παραβολή 
[image: image203.wmf]2
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  και το σημείο  Α(-2, -1).  Να δείξετε ότι το  Α  είναι σημείο
    εκτός της παραβολής και να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτόμενων που άγονται από το  Α 

    προς τη παραβολή.


3.   Η  εφαπτομένη και η κάθετη της παραβολής  
[image: image204.wmf]2
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  στο σημείο της  
[image: image205.wmf](
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     τέμνουν τους άξονες των χκαι  ψ στα σημεία  Α  και  Β  αντίστοιχα. Να  βρείτε το 
     γεωμετρικό τόπο του μέσου  Μ  του  ΑΒ.
4.  Η  κάθετη της παραβολής 
[image: image206.wmf]2
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 στο σημείο 
[image: image207.wmf](
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,τέμνει τον άξονα των Οχ

      στο Β. Στην προέκταση  της ΒΡ  παίρνουμε  τμήμα  ΡΓ=ΡΒ. Να βρείτε:
     (α) την εξίσωση του σχήματος στον οποίο ανήκει ο γεωμετρικός τόπος του σημείου Γ 
     (β) Το εμβαδό του τριγώνου ΟΒΓ  όταν  
[image: image208.wmf]2
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5. Δίνεται η παραβολή  
[image: image209.wmf]2
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  και τα  σημεία  της  
[image: image210.wmf](
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  και  
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     (α) Να  δείξετε ότι  η  εξίσωση της εφαπτομένης στο 
[image: image212.wmf]P

  είναι  
[image: image213.wmf]2
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     (β) Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Σ, στο οποίο τέμνονται οι εφαπτομένες 
         στα σημεία  Ρ  και Τ.
    (γ)  Αν  
[image: image214.wmf]2
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  να δείξετε ότι η εξίσωση του σχήματος στο οποίο ανήκει ο γ.τ.
          του  Σ  είναι  η καμπύλη  
[image: image215.wmf](
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6.  Η  κάθετη της παραβολής  
[image: image216.wmf]2
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  στο  σημείο 
[image: image217.wmf](
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  τέμνει τον άξονα των ψ  στο

     σημείο Α. Να  βρείτε την εξίσωση του  γ.τ.  του σημείου τομής, των υψών του τριγώνου ΟΡΑ.
7.    Δίνεται η παραβολή   
[image: image218.wmf]2
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       α) Να  δείξετε ότι η εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής στο σημείο της 
[image: image219.wmf](
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       είναι  η   
[image: image220.wmf]11
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       β)  Η  πιο πάνω εφαπτομένη τέμνει τον άξονα των χ  στο  Α  και τον άξονα των ψ στο  Β.  

           Αν   
[image: image221.wmf](
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  να  βρείτε την  εξίσωση της εφαπτομένης.                                
10.  ΕΛΛΕΙΨΗ
1. Δίνεται  η  έλλειψη  
[image: image222.wmf]22

28

x

y

+=

.  Να  βρείτε:

       (α)  τις συντεταγμένες των κορυφών και των εστιών της

       (β)  την εκκεντρότητα της

       (γ)  τις  εξισώσεις  των  διευθετουσών της

       (δ)  την εστιακή απόσταση  ΕΈ

       (ε)   τη θέση  του σημείου  
[image: image223.wmf](
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  ως προς  την έλλειψη  

       (στ)  την εξίσωση  της εφαπτομένης στο σημείο της  
[image: image224.wmf](
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       (ζ)   τη θέση της ευθείας  
[image: image225.wmf]220
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 ως  προς την  έλλειψη
       (ε)  Να  βρείτε  τις  εξισώσεις  των  εφαπτομένων  της έλλειψης  που  είναι παράλληλες
            με την ευθεία  
[image: image226.wmf]2

x

y

=

.                
2.  Δίνεται η έλλειψη 
[image: image227.wmf]22
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.  Να βρείτε τα σημεία της τα οποία απέχουν από την εστία Ε απόσταση 
[image: image228.wmf]26
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3.  Να αποδείξετε ότι ο λόγος των αποστάσεων τυχαίου σημείου Τ της έλλειψης  
[image: image229.wmf]22
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 από την εστία Ε και τη διευθετούσα 
[image: image231.wmf]a
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 ισούται με την εκκεντρότητα της έλλειψης.
4.    Δίνεται  η έλλειψη  
[image: image232.wmf]22
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  με  
[image: image233.wmf]a
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. Αν  η  γωνία  ΒΕ΄Β΄  είναι  ορθή                                                    
      (α) να  δείξετε ότι η εκκεντρότητα της έλλειψης  είναι 
[image: image234.wmf]2
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      (β)  Αν  επιπλέον το εμβαδό του τριγώνου ΒΕ΄Β΄  είναι  4 τ.μ.  να βρείτε την εξίσωση της 
        έλλειψης και την περίμετρο του τριγώνου. 
5.  Δίνεται  η έλλειψη  
[image: image235.wmf]22
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  με  
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 και  το σημείο της  Ρ
[image: image237.wmf](
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     Η εφαπτομένη της έλλειψης στο Ρ τέμνει τους άξονες Οχ και  Οψ  στα σημεία Α  και  Β

     αντίστοιχα. Η κάθετη στο Ρ τέμνει τον άξονα  Οχ  στο σημείο  Γ. 

    (α) Να  δείξετε ότι η εξίσωση της κάθετης  στο σημείο της  Ρ
[image: image238.wmf](

)

,

a

sunqbhmq

 είναι

          η    
[image: image239.wmf](
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    (β)  Να  βρείτε τις συνταγμένες των σημείων  Α , Β  και Γ.

    (γ) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο του μέσου Μ του ΒΓ.

    (δ)  Να  βρείτε για ποιες τιμές του  θ  
[image: image240.wmf]0
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  είναι ίσα τα εμβαδά των τριγώνων                                   
          ΟΡΑ  και  ΟΡΒ,  όπου  Ο  η  αρχή των  αξόνων.  
6.  Να  βρεθεί σημείο  Μ  της έλλειψης  
[image: image241.wmf]22
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  τέτοιο  ώστε  η γωνία ΑΜΟ να είναι
     ορθή. ( Α , Α΄ κορυφές της έλλειψης).
7.  Οι  εφαπτομένες της έλλειψης  
[image: image242.wmf]22
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  στα σημεία  Γ
[image: image243.wmf](
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    Δ
[image: image244.wmf](
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  τέμνονται στο σημείο Ρ. Να βρεθεί ο γ.τ. του σημείου Ρ.
8.  Δίνεται  η έλλειψη  
[image: image245.wmf]2
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   (α) Να  δείξετε ότι η εξίσωση της κάθετης  στο σημείο της  Ρ
[image: image246.wmf](
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          η    
[image: image247.wmf]3
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   (β) Η κάθετη στο Ρ τέμνει τον άξονα  Οχ  στο σημείο  Α. Από το  Ρ  φέρω τη  ΡΒ  κάθετη 

    στον άξονα Οχ. Αν  το εμβαδό του τριγώνου  ΡΑΒ  είναι  
[image: image248.wmf]1
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τ.μ. να βρείτε τη γωνία θ,

   αν το Ρ  βρίσκεται στο πρώτο τεταρτημόριο.

9.  Να δείξετε ότι  η  εξίσωση της εφαπτομένης της  έλλειψης  
[image: image249.wmf]22
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  στο  σημείο
   Ρ
[image: image250.wmf](
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  είναι  η  
[image: image251.wmf]2
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   Η  εφαπτομένη στο Ρ τέμνει τους άξονες  Οχ  και  Οψ  στα σημεία Γ  και  Α  αντίστοιχα
   και  η  κάθετη  στο  Ρ  τέμνει το άξονα Οχ  στο Β. 
   (α)  Να  δείξετε  ότι:  (ΟΒ) – (ΟΓ) = (ΟΕ)2 ,  όπου  Ε  εστία.  
   (β)  Να  βρείτε  το  κέντρου του κύκλου που περνά από τα σημεία Ρ ,Β ,Γ.
   (γ)  Να  βρείτε το γ.τ.  του μέσου Μ  του  ΑΒ.
10.  Δίνεται  η  έλλειψη  
[image: image252.wmf]22
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  και  το  σημείο της  Ρ ( 2 , 1 ). Να  δείξετε ότι το 

    σημείο  Ρ  είναι μέσα στην έλλειψη  και να  βρείτε την έξισωση της χορδής της έλλειψης   
    που  έχει  μέσο  το  σημείο Ρ. 
11. Να δείξετε ότι  η  εξίσωση της εφαπτομένης της  έλλειψης 
[image: image253.wmf]22
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  στο  σημείο

   Ρ
[image: image254.wmf](
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  είναι  η  
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. Αν  η  ευθεία  που  ενώνει το

   σημείο  Ρ  με  το  σημείο  Τ 
[image: image256.wmf](
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, περνά  από την εστία  Ε της έλλειψης,
    να δείξετε  ότι:  
[image: image257.wmf](
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 η  εκκεντρότητα.
   Να  δείξετε ότι  οι εφαπτομένες στα άκρα της χορδής ΡΤ τέμνονται στην άντιστοιχη
   διευθετούσα.
12.  Δίνεται  η  έλλειψη  
[image: image258.wmf]22

1625400

x

y

+=

  και  ένα  σημείο της  Ρ. Φέρουμε τις  χορδές
    ΡΑ  και  ΡΑ΄. Οι  κάθετες στις  ΡΑ  και ΡΑ΄ στο  σημείο  Ρ  τέμνουν  τον  άξονα χ΄χ 
    Στα  σημεία  Μ  και  Μ΄ αντίστοιχα. Να  δείξετε  ότι:  ΜΜ΄= 
[image: image259.wmf]32
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